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Rallyes mathématiques

Compétition non sportive dans laquelle les
participants doivent répondre à chaque étape
à une question ou résoudre une énigme pour
être mis sur la piste de la suivante. (Tlfi)

Rallye-papier, Rallye-ballon, Rallye mondain
et . . . Rallye mathématique
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Rallyes mathématiques

le jeu militaire

le jeu de Gale

La course à. . .
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Rallye Mathématique de l’Académie de Lyon

depuis 2006,

classes de troisième, seconde, seconde CAP, et premières
années de Bac Pro,

http://rallye-math.univ-lyon1.fr/
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http://rallye-math.univ-lyon1.fr/


logos2hep

Introduction
10 ans et 10 problèmes
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Les épreuves

Une épreuve en classe de
2 heures,

une finale sur le campus
de l’université Lyon 1,

un problème ouvert.
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Une épreuve en classe de
2 heures,

une finale sur le campus
de l’université Lyon 1,
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logos2hep

Introduction
10 ans et 10 problèmes
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Rallye sur le campus
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10 ans et 10 problèmes

Les problèmes ”ouverts”
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Problème ouvert
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Problème 1

Soit a un nombre entier positif.

On appelle châıne de a une suite d’opérations (addition,
soustraction, multiplication, division) qui n’utilisent que le
nombre a.

On appelle valeur de la châıne le résultat du calcul.

On appelle longueur de la châıne le nombre d’opérations.

On peut utiliser des parenthèses.

1 Pour une châıne de a de longueur donnée, quelle est la plus
grande valeur ? La plus petite ?

2 Pour un nombre a donné, quelles sont les valeurs atteintes ?

3 Combien y a-t-il de valeurs distinctes pour une longueur de
châıne donnée ?

4 . . .
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Problème 1

Avec a = 6
6× 6÷ 6− (6÷ 6 + 6) est une châıne de 6 de longueur 5 dont la
valeur est -1.
Avec a = 7
7× 7× 7× (7− 7÷ 7)− 7× 7 + (7 + 7)÷ 7 est une châıne de 7
de longueur 10 dont la valeur est 2011.
Avec a = 2011
2011÷ (2011 + 2011) est une châıne de 2011 de longueur 2 dont
la valeur est 1

2 .
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Problème 1

Un résultat :
Les nombres atteints dans une châıne de longueur 3 de nombre a
sont :

{0, 2, a− 1, a, a + 1, 2a, 3a, a2 − a, a2 + a, 2a2, a3}

Et pour une châıne de longueur 4 ?
Existe-t’il des nombres qui seront atteints quelque soit le nombre a
non nul de départ ?
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Problème 2

On part d’un cercle C et on appelle A son centre.

On construit un polygone P dont tous les côtés sont tangents
au cercle C.

On construit ensuite un polygone P’ en faisant tourner P
autour du point A.

A partir des deux polygones P et P’, on peut définir deux
nouveaux polygones : un petit polygone, intersection de P et
P’, et un grand polygone, réunion de P et P’.

On s’intéressera à différentes propriétés du polygone P
(formes possibles, périmètre, aire,...), puis à des propriétés du
petit polygone et du grand polygone obtenus par différentes
rotations.
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Problème 2

Exemple

Rotation
petit polygone

grand polygone

Figure: Des exemples de polygones
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Problème 2

Si on appelle ApP , AgP et AP les aires des petits, grands
polygones et polygone initial, et PpP et PgP , PP leurs
périmètres, il vient :

ApP +AgP = 2×AP

PpP +PgP = 2×PP
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Problème 2

Cas des polygones réguliers à n côtés, dans une rotation θ et en
posant : α = π

n −
θ
2

A =
1

4
×

sin θ
2

cosα
×

sin (n−2)π
n

2 cosα cos θ
2

×
sin
(

2π
n − θ

)
2 cosα cos θ

2

AgP =
n

2
sin

(
2π

n

)
+

n

4
×

sin θ
2

cosα
×

sin (n−2)π
n

2 cosα cos θ
2

×
sin
(

2π
n − θ

)
2 cosα cos θ

2

ApP =
n

2
sin

(
2π

n

)
− n

4
×

sin θ
2

cosα
×

sin (n−2)π
n

2 cosα cos θ
2

×
sin
(

2π
n − θ

)
2 cosα cos θ

2

On peut démontrer que la fonction AgP(θ) admet un maximum sur
[0, 2π

n ] en π
n
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Problème 2

Un résultat proposé par une classe de seconde
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Problème 3

Première année d’un problème collaboratif utilisant WIMS.
Trouver le plus grand nombre d’entiers entre 0 et ... qui sont le
résultat d’opérations utilisant les chiffres de 2013, exactement une
fois chacun, et uniquement ces chiffres.
Pour chacun de ces nombres, trouver un maximum d’écritures
différentes à partir des chiffres 2, 0, 1, 3 dans cet ordre. A défaut,
on cherchera une écriture utilisant ces chiffres dans le désordre.
Dans l’ordre (2, 0, 1, 3).
Exemple :

2× 0× 13 = 0

(2 + 0 + 1)/3 = 1
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Conclusion

Problème 3

Que peut-on utiliser ?

Tout
Plus précisément :

Juxtaposition des chiffres pour écrire un nombre ;
20 + 1× 3 = 23

Parentèses : ((2 + 0)× 1)3 = 23

Toute fonction connue : puissance, racines : 201 + 3 = 23

Toute fonction découverte : factorielle, partie entière, partie
entière supérieure,. . . : d20 + 1 +

√
3e = 23
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Problème 3

manipulation des nombres, calculs réfléchis, découverte de
fonctions, d’opérations ?. . .

bonne occasion pour programmer : Exemple

Essayez avec 2021 !
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Conclusion

Problème 3

∀n > 0 n = −

ln


ln


√√

. . .
√

2︸ ︷︷ ︸
n


ln(0!+1)


ln
(⌈√

3
⌉)

ou, écrit en ligne :

n = − ln(ln(

√√
. . .
√

2︸ ︷︷ ︸
n

)/ ln(0! + 1))/ ln
(⌈√

3
⌉)
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Problème 4

On dispose de n récipients dans lesquels on doit mettre les nombres
entiers, dans l’ordre avec la seule condition qu’il est impossible de
mettre dans un récipient un nombre s’il est égal à la somme de
deux nombres déjà présents. Jusqu’à quel nombre peut-on aller ?
Un vrai problème ouvert en mathématiques !
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Problème 4

Expérience
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logos2hep

Introduction
10 ans et 10 problèmes
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Problème 4

S(n) est le plus grand entier tel qu’on puisse partitionner
l’ensemble {1, 2, ...,m} en n sous-ensembles avec la propriété de ne
jamais avoir a + b = c pour tout élément distinct a, b, c dans un
sous-ensemble. (ce qui est exactement la suite des nombres des
bôıtes explosives !)
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Problème 4

Nombres de Schur (1875-1941)

Le plus grand entier N tel qu’on puisse n-colorer la suite 1, . . . ,N
de telle sorte que tous les triplets (a, b, a + b) soient n-coloriés. (ici
a peut être égal à b).
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Problème 4

Exemple pour 2 : 1, 2 3 4 et 5 ne peut pas être ajouté.
En effet : (1,1,2), (1, 2 3), (1, 3 4) et (2, 2, 4) sont bien bicolores.
On ne peut pas construire un bicoloriage pour 5. En effet :
On peut donner arbitrairement à 1 la couleur bleu. Comme il y a le
triplet (1,1, 2), 2 est nécéssairement rouge.
Comme il y a le triplet (2, 2, 4), 4 est nécessairement bleu
Donc 1 et 4 sont bleus. Pour éviter que le triplet (1, 3, 4) soit
monochromatique, 3 est forcément rouge.
Mais alors 5 ne peut être ni bleu (sinon, (1, 4, 5) serait
monochromatique)
ni rouge, (sinon (2, 4,5) serait aussi monochromatique.)
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Problème 4

Une adresse intéressante : The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences R© (OEIS R©)

https://oeis.org/
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Problème 5

Dans ce problème on travaillera avec les nombres en-
tiers strictement positifs.
On cherche le nombre de multiplications donnant comme
résultat un certain nombre entier. Par exemple:
?×? = 2 est une multiplication de deux nombres dont le
résultat est 2.

Il y en a exactement 2 différentes :

2 × 1 = 2
1 × 2 = 2

Pouvez-vous trouver toutes les multiplications de deux facteurs
dont le résultat vaut 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 100,. . . , 2015,. . .
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Problème 5

Et s’il y a trois facteurs
Pouvez vous trouver toutes les multiplications de trois facteurs
dont le résultat vaut 3, 4, 5, 6.
Combien de multiplications différentes de trois facteurs donnent
comme résultat 100 ? 1000 ? 2015 ?. . .
Pouvez vous trouver une règle générale pour compter ces
multiplications ?
Et avec quatre nombres ?
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Problème 5

Il s’agit ici d’un problème de combinatoire.
Le nombre de multiplications à deux facteurs pour obtenir un
nombre n est exactement le nombre de diviseurs de n.
Si

n = pα1
1 × pα2

2 × · · · × pαk
k

alors le nombre de diviseurs, donc le nombre de multiplications de
deux facteurs, est

k∏
i=1

(αi + 1)
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Problème 6

Imaginons une feuille de papier : je la coupe en deux, puis je
prends un des deux morceaux et je le recoupe en deux, puis je
prends un des morceaux et je le recoupe en deux et ainsi de suite.
Combien de fois je devrais faire cette opération pour avoir 2016
morceaux de papier ?
Maintenant : je la coupe en trois, puis je prends un des trois
morceaux et je le recoupe en trois, puis je prends un des morceaux
et je le recoupe en trois et ainsi de suite. Est-ce que je pourrais
avoir un jour 2016 morceaux ?

Et si je faisais la même opération mais en coupant chaque fois en
quatre ? En cinq ?. . . Plus généralement, quelles sont les
découpes qui me permettraient d’obtenir 2016 morceaux ? Et si je
voulais atteindre 2020 ? 2021 ? 2022 ? et si je voulais atteindre
un nombre n de morceaux, quelles seraient les découpes qui me
permettraient de l’atteindre ?
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Problème 6

Un nombre p sera atteint par des découpes en n si et seulement si
n − 1 est un diviseur de p − 1.
Exemple :
2020 = 22 × 5× 101 donc les diviseurs de 2020 sont : 1, 2, 4, 5,
10, 20, 101, 202, 404, 505, 1010 et 2020. (il y en a bien 12 !)
2021 pourra être atteint en découpant en 2, 3, 5, 6, 11, 21, 102,
203, 405, 506 et bien sûr en 2021 !
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Problème 6

Mais que se passe-t’il si on découpe en n et m morceaux
aléatoirement ?

si on veut découper en p et q morceaux, on pourra atteindre tous
les nombres si p − 1 ∧ q − 1 = 1.
Si p − 1 ∧ q − 1 = d , l’équation px + qy = n − 1 a des solutions
(c’est à dire, les nombres atteints) si et seulement si d divise n− 1.
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si on veut découper en p et q morceaux, on pourra atteindre tous
les nombres si p − 1 ∧ q − 1 = 1.
Si p − 1 ∧ q − 1 = d , l’équation px + qy = n − 1 a des solutions
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Problème 7

Pour le problème de cette année vous n’aurez besoin que de trois
nombres : 1, 0 et -1... et de grilles !
Il faudra remplir les grilles avec ces nombres mais avec une
condition supplémentaire : en faisant la somme des nombres placés
dans chacune des lignes et dans chacune des colonnes, vous
trouverez des résultats tous différents. On dira qu’une grille est
gagnante si aucune des sommes des lignes et des colonnes ne sont
égales.
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Problème 7

Quelles sont les grilles gagnantes de taille 2× 2 ? De taille 3× 3 ?
de taille 4× 4 ? ... de taille n × n ? Et plus généralement :
Quelles sont les grilles que vous pouvez remplir en respectant cette
règle ?
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Problème 7

Un beau problème à chercher !
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Problème 8

A

B

O E

S

N

On veut
se déplacer sur les segments de cette grille pour aller du point A au
point B. On ne peut se déplacer que dans les directions E et N
(voir sur le dessin).
Partie 1
Combien de chemins différents conduisent de A à B ?
Et si la grille était une grille de n colonnes et de p lignes ?
(n’hésitez pas à faire des essais avec des valeurs de n et de p !)
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Problème 8

Partie 2
Toujours sur les mêmes grilles, la règle change ! Dès que l’on
atteint le bord supérieur ou le bord droit, les déplacements
autorisés changent et on ne peut plus se déplacer qu’en utilisant
les directions O et S .
Combien de chemins partent de A et reviennent à A ?
Partie 3
Et si maintenant la grille était dessinée dans l’espace. Les
déplacements autorisés sont E, N, P.
Combien de chemins mènent de A à B dans un parallélépipède
n ×m × p ?
Et s’il y avait des rebonds ?
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Problème 9

A B

CD

E
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Problème 10

Dans une pièce polygonale obscure, j’utilise un pointeur laser qui
se reflète sur les murs de telle sorte que l’angle d’incidence soit
égal à l’angle de réflexion. Autrement dit, si le rayon arrive sur le
mur avec un angle de α degré, il en repart avec le même angle
comme indiqué sur la figure.

α
α
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Problème 10

Nous nous intéressons dans ce problème uniquement aux
trajectoires fermées, c’est-à-dire aux trajectoires qui partent d’un
point d’un côté, qui rebondissent sur tous les autres côtés, et qui
reviennent à leur point de départ.

Existe-t-il d’autres trajectoires
fermées dans le triangle équilatéral ?
Si oui, comment les construire ?
Si non, pourquoi n’y en a-t-il pas
d’autres que celle montrée sur la
figure ?

Et si la pièce est un carré (un quadrilatère régulier), ou un
pentagone régulier, ou un hexagone régulier, ou . . .
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”Pour un esprit scientifique, toute connaissance est une réponse à
une question. S’il n’y a pas eu de question, il ne peut y avoir

connaissance scientifique. Rien ne va de soi. Rien n’est donné.
Tout est construit.”

Gaston Bachelard
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