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1 Probléme 541-4

Enoncé : A quelle condition la somme de trois réels et du produit de leurs inverses est-elle
égale a la somme de leur produit et de la somme de leurs inverses ?

Autrement dit, on cherche les triplets (a,b, c) € R3 tels que :

1 1 1 1
: b — =abc+ -+ - + —
(R) a+ +C+abc ac+a+b+c
11 est clair qu’il est nécessaire que a # 0, b # 0 et ¢ # 0.
Soit (a,b,c) e R3 tel que a #0,b#0et c#0. On a :
1 1 1 1 bea® + b%ca + bcta +1  b2c?a® + be + ca + ba
a+b+c+—=0abc+—+ -+ - = =
abc a b ¢ abc abc
bea® + b2ca + bcta + 1 — b2c?a? — be — ca — ba
— be =0
a

= (be—b*c*)a® + (b*c+ b —b—cla+1—bc=0
— be(l—be)a® — (1 —be)(b+c)a+1—bec=0
— (1 —=be)(bca® = (b+c)a+1)=0
— 1—-bc=0 bea’? — (b+cla+1=0
1 1

— bc=1 bc(a—b> (a—c>—0

1 1
— bc=1 a=y =
— bc=1 ab =1 ac=1

En conclusion, la relation (R) est vérifiée si et seulement si (au moins) deux des trois éléments
a, b, c sont inverses I’'un de 'autre.



